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Resume 

On caracterise, de maniere purement algebrique, certaines formes lineaires, 
dites stables, introduites dans [7], sur une algebre de Lie. Comme application, 
on determine l'indice d'une sous-algebre de Borel d'une algebre de Lie semi- 
simple. On donne enfin un exemple d'une sous-algebre parabolique d'une 
algebre de Lie semi-simple n'admettant aucune forme lineaire stable. 

Abstract 

We characterize, in a purely algebraic manner, certain linear forms, called 
stable, introduced in [7], on a Lie algebra. As an application, we determine 
the index of a Borel subalgebra of a semi-simple Lie algebra. Finally, we give 
an example of a parabolic subalgebra of a semi-simple Lie algebra which does 
not admit any stable linear form. 



1 Formes lineaires stables 

1.1. Dans la suite, k est un corps commutatif algebriquement clos de car- 
acteristique nulle. Les algebres de Lie considerees sont defmies et de dimen- 
sion finie sur k. Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, on le munit 
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de la topologie de Zariski. Si G est un groupe algebrique, on note C(G) son 
algebre de Lie. On renvoie a [3] et [8] pour les concepts generaux utilises. 

1.2. Soient g une algebre de Lie, 0* son dual. Si a est un sous-espace 
vectoriel de 0, on note cr 1 son orthogonal dans g*. 

On fait operer q dans 0* au moyen de la representation coadjointe. Ainsi, 
si x, y G et / G 0*, on a : 

(x.f)(y) = f([y,x\). 

Avec les notations precedentes, on definit une forme bilineaire alternee 
$ / sur g en posant : 

®f(x,y) = f([x,y\). 
Le noyau de $/ est note g f . On a : 

b , ) ± = B-f, [B,s / ] ± = {^0*;0 / C0n. 

L'entier x(0) = inf{dim0^; / G 0*} est appele l'indice de 0. On dit que 
/ est regulier si dim0^ = x(s)- L'ensemble 0* des elements reguliers de 0* 
est un ouvert non vide de 0*. 

1.3. Soient Aut le groupe des automorphismes de et K un sous-group e 
algebrique de Aut 0, d'algebre de Lie t. Le groupe K opere rationellement 
sur et 0*. Pour a G K, f G 0* et x G 0, on a (a.f)(x) = La 
differentielle de cette operation definit une action de t sur 0* ; si X G t, on 
a (X.f)(x) = -f(X(x)). On pose : 

l f = {X G fi; X.f = 0} , «W = {xeg; (tf)(x) = {0}}. 

On a ainsi (^^) ± = fi./. Si K contient le groupe adjoint algebrique de 0, 
alors ad g C 6, done C . 

La forme bilineaire (X, x) — > f(X(x)) sur t x induit une forme bilineaire 
non degeneree sur (t/t/) x (g/tW). Par suite : 

dimt — dim if = dim0 — dimfi^. 

Definition. On dit que f G 0* est K -stable s'il existe un voisinage V de 
f dans 0* tel que, pour tout g G V , g 9 et gf soient K-conjugues. Si K est 
le groupe adjoint algebrique de g (resp. si K = Autg), une forme lineaire 
K -stable est dite stable (resp. faiblement stable). 
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1.4. Lemme. Soit f E g*. On suppose que K est connexe et que le 
morphisme 

ip: K x [g, / ] ± -> g* , (a, h) -> a(/i) 
est dominant. Alors : 

(i) /e#. 

(ii) S'ozi = [g, g^Hg*. La restriction deip a KxW est une application 
ouverte. 

Preuve. D'apres ([2], corollaire, p. 109), l'image de ip contient un ouvert 
non vide de g* done un element g G g*. Si a G K et /i G [SjS^]" 1 verifient 
5 = il vient a(g / ) C a(g h ) = g 9 . D'ou / G 

(ii) Soit (p: K x — > g* le morphisme induit par ■0. D'apres (i), est 
un ouvert non vide de [g^]" 1 , done if est dominant. 

Soient N le normalisateur de gf dans K, a E K, et g E W. On va 
determiner la fibre S = </? _1 (</?(a:, g)). 

Soient /3 E K eth EW verifiant /3(h) = a(g), done h = f3~ l a(g). Comme 
q h = gf = g/ ? il vient f3~ l a E iV, soit /3 G aiV. II est alors immediat que 
S={(a 1 , 1 ~\g)); 1 EN}. 

Or, 5 est le graphe du morphisme aN — > g*, 7 — > 7 -1 a(g), done est 
isomorphe a iV. Comme iV est une variete pure, il resulte de ([2], corollaire 
1, p. 113, et proposition 7, p. 141) que f est une application ouverte. ■ 

1.5. Lemme. Soient K° la composante neutre de K et f E g*. Les 

conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) / est K° -stable. 

(ii) / est K-stable. 

Si ces conditions sont verifiees, on a f E g*. 
Preuve. (i) =>- (ii) C'est clair. 

(ii) =>• (i) Soit U un voisinage ouvert de / dans g* tels que g h et gf soient 
fT-conjugues pour tout h E U. On a U H g* 7^ 0, done / G g*. II en resulte 
que W = [g,gf}~ L fig* est un ouvert non vide [fl, fl-^]" 1 ; c'est l'ensemble des 
h E g* qui verifient g h = gf . 

Si g E U, il existe a E K tel que g 9 = a(gf), done g a ^ = gf , puis 
g E a(W). Definissons le morphisme ip: K x W — > g*, (a, /i) — > a(/i). Ce qui 
precede montre que l'image T de ip contient U . 

Notons Kq = K°, K\ = a\K°, . . . , K r — a r K° les composantes irreductibles 
deux a deux distinctes de K, avec cti, . . . , a r E K. Posons Si — Ki x W et 
Ti = ip(Si). De U C T U • • • U T r , on deduit g* = U • • • U %. L'espace g* 
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etant irreductible, il existe un indice i tel que g* = T { = ai(T ) = ttj(T ). Par 
suite To = g*, et le morphisme ip: K° x W — > g* est dominant. D'apres 1.4, 
</? est une application ouverte. Alors To est un voisinage ouvert de / dans g* 
et, pour g E T , g 9 et gf sont i^°-conjugues. ■ 

1.6. Si ip: X — > Y est un morphisme de varietes, et si x G X, on note d<£> x 
la differentielle de <p au point x et TxPO l'espace tangent de X en x. 

Lemme. Soient H un groupe algebrique, \) son algebre de Lie, et it une 
representation rationnelle de H dans un espace vectoriel V de dimension 
finie. On definit un morphisme de varietes : 

6:HxV -^V , ((3, w) -> n((3)(w). 

(i) Si (a,v) G H x V et (x,w) G T a (H) x V , on a : 

d9( a , v )(x,w) = d-K a (x)(v) + ir(a){w). 

(ii) Soit e I' element neutre de H. Pour tout (a,v) G H x V , les applica- 
tions lineaires dO{a, v ) e l d9^ v ) ont meme rang. 

Preuve. (i) Definissons des morphismes 

p:H ^ H xV , (3 -> ((3, v) et g: V -> if x F , iu -> (a, iu). 

De 9op(f3) = tt(P)(v) et 9oq{w) = n(a)(w), on deduit : 

d(0op) a (x) = dir a (x)(v) , d{9oq) v {w) = n(a)(w). 

D'autre part, on a dp a (x) = (x, 0) et dq v (w) = (0,w). Alors : 

d7r a (x)(f) = d(9op) a (x) = d0( ajV )Odp a (x) = d0( atV )(x,Q), 
ir(a)(w) = d(9oq) v (w) = d9^ v )odq a (w) = d9^ v )(0,w). 

Comme d9^ v )(x,w) = d0[a, v ) ( x , 0) + d9( ajV )(0, w), on a obtenu le resultat. 
(ii) Fixons a G H, et considerons les isomorphismes de varietes : 

a:HxV ^HxV , (/?,«;)-»• (a/3, iu), 
p: V — > V , w — > 7r(a)(iu). 

On a 0o(j = po#. Si v G V, il vient done d(9oa)^ e>v ) = d(po9)( e>v ), e'est-a-dire 
d9( a>v )odo-^ v ) = n(a)od0( e>v y D'ou l'assertion. ■ 
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1.7. Theoreme. Solent g une algebre de Lie, f G g* , K un sous-groupe 
algebrique de Autg, et t Valgebre de Lie de K . Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) [0,fl']n«o = {o}. 

(ii) La forme lineaire f est K-stable. 

Preuve. On peut supposer que K est connexe (c'est clair pour (i) =>- (ii) 
et, pour (ii) =>- (i), cela resulte de 1.5). On note e l'element neutre de K. 

(i) =>- (ii) On note ip: Kx [g, gf] 1 - — > g* le morphisme (a, h) — > a.h. Soient 
X G t et h G [0,0 / ]" L . D'apres 1.6, il vient : 

dij (eJ) (X,h) = h + X.f. 

L'image de dip( e j) est done [fl, fl^] 1 " + e'est-a-dire g* d'apres l'hypothese. 
On sait alors que ip est dominant. Soit W = [g,g f ]' L H g*. D'apres 1.4, 
ijj(K x W^) est un ouvert de g* contenant / et, si g G ip(K x W), g-^ et g 9 
sont JT-conjugues. 

(ii) =>- (i) On a / G g* (1.5), done = [fl,0 / ]" L fl g* est un ouvert non 
vide de [g, gf] 1 ; c'est l'ensemble des h G g* tels que g h = g f . 

Soit </?: K x — > g* le morphisme (a, /i) — > a./i. Comme on l'a deja dit, 

x W) est l'ensemble des /i G g* tels que g ft et g^ soient -fT-conjugues. 
Pour g eW et (X,h) etx [g, g^, il vient : 

d(p( ej9 )(X, h) = h + X.g. 

L'image T g de dip^ g ) est done [g^] 1 " + t.g. 

Notons n le normalisateur de gf dans t. On a : 

(X.g)([Q,Q f }) = g([X(g),gf])+g([g,X(gf)}) = g([g,X(gf)}). 

Comme g 9 = gf , on en deduit que X.g G [g^] 1 " si et seulement si X G n. 
D'ou : 

dim(t.#n [g,g / ]" L ) = dimn.#. 
D'autre part, si X G t g , on a X G n, car X.g = 0. D'ou : 

dim n. g = dim n — dim t g = dim n — dim t + dim t.g. 

On deduit de tout ceci que : 

dimT 9 = dim£ — dimn + dim([g, g^] 1 ). 



5 



En particulier, dimT 9 ne depend pas de g. II resulte alors de 1.6 que, si T( a , g ) 
est l'image de d(p( a>g ), dimT( Q)9 ) ne depend ni de a, ni de g. Or, d'apres les 
hypotheses, <p est dominant, done il existe (a, g) G K x W tel que T( a ,g) = 0*- 
On a alors T (eJ) = g\ soit [g, g^] ± + tf = g*. Par suite, [g, gf] n 6^ = {0}. 
■ 

1.8. Corollaire. Soi* f eg*. 

(i) <Sz g esi ad- algebrique, f est stable si et seulement si [g,g^\ C\gf = {0}. 

(ii) Si [g,gf] H gf = {0}, f est K-stable pour tout sous-groupe algebrique 
de Antg verifiant ad $j C C(K), done en particulier si K contient le groupe 
adjoint algebrique de g. 

Remarque. Le resultat de 1.7 est etabli dans [7]. On n'a cependant 
utilise ici que des methodes purement algebriques. 

2 Sous-algebres de Borel 

2.1. Dans toute cette section, g est une algebre de Lie semi-simple, G son 
groupe adjoint, L sa forme de Killing, f) une sous-algebre de Cartan de g, 
et R le systeme de racines du couple (g, h). Si a G R, g a est le sous-espace 
radiciel de g associe a a. On fixe une base II de R, et on note R + (resp. R_) 
l'ensemble des racines positives (resp. negatives) correspondant. On pose : 



Soient a, (5 G R. On fixe X a G a \{O}, et on note H a l'unique element 
de [g a ,g~ a ] tel que a(H a ) =2. On a P(H a ) G Z. Si A G f)*, on ecrit (A, a v ) 
pour X(H a ). 

Pour toute partie S de IT, on note "LS (resp. NS) l'ensemble des combi- 
naisons lineaires a coefficients entiers (resp. a coefficients entiers positifs ou 
nuls) des elements de S. On pose : 



L'ensemble R s est un systeme de racines dans le sous-espace de h* qu'il 
engendre, S est une base de R s , et R+ est l'ensemble des racines positives 
correspondant. Si S est une partie connexe de IT, le systeme de racines R s 
est irreductible, et on note e$ la plus grande racine de R s . 




R s = R n ZS , R s + = R n NS = R+ n R s . 
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Supposons S connexe. Pour toute racine a G R+\{es}, on a (a, £g) G 
{0, 1}. Si T est l'ensemble des elements a de A qui verifient (ex, Eg) = 0, on 
voit que T est un systeme de racines dans le sous-espace de t)* qu'il engendre, 
et que {a G S; (a,£g) = 0} est une base de T. 

Si a G Tfl A+, on & a + e s R et a — e s R ([1], proposition 9, p. 149). 
Ainsi, si a ^ es, les racines a et es sont fortement orthogonales. 

2.2. On va rappeler la construction et quelques proprietes d'un ensemble 
de racines deux a deux fortement orthogonales dans R (voir [5] et [6]). 

Soit S une partie de II. Par recurrence sur le cardinal de S, on definit un 
sous-ensemble JC(S) de l'ensemble des parties de S de la maniere suivante : 

a) /C(0) = 0. 

b) Si Si, . . . , S r sont les composantes connexes de S, on a : 

K(S) = /C(Si)U--UX;(5 r ). 

c) Si 5 est connexe, alors : 

/C(S) = {5} U K({a G 5; (a, e y s ) = 0}). 
On a le resultat suivant : 

Lemme. (i) Tout K G JC(S) est une partie connexe de II. 

(ii) Si AT, K' G K(S), alors ou K C AT' ; on X' d K , ou K et K' sont des 
parties disjointes de S telles que a + 3 R pour a G R K et 3 G A x . 

(iii) Si K et K' sont des elements distincts de fC(S), ek et sk 1 sont 
fortement orthogonales. 

2.3. Conservons les notations precedentes. Dans la suite, on note /C pour 
/C(II) et, si AT G /C, on pose : 

r K = {ae a* ; > 0} , r x = r K \{e K } , a K = £ ". 

Lemme. Sozeni AT, AT' G /C ; G e* 7 G r*". 

(i) On a T K = R*\{5 G A^; (S,e v K ) = 0}. 

(ii) L'ensemble R + est la reunion disjointe des T K pour K" G K,, et <Xk" 
est une algebre de Heisenberg, de centre q £k " . 

(iii) Si a + 3 G R, on a a + 3 = Ek- 

(iv) Si a + 7 G R, alors ou K C K' et a + 7 G r K ' ; ou K' <Z K et 
a + 7 G T^. 
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2.4. II est clair que le cardinal de fC(U) ne depend que de q, mais pas de 
\) ou de IT. On note cet entier k g . On donne dans le tableau suivant la valeur 
de k g pour les differents types d'algebres de Lie simples. Si r est un nombre 
rationnel, [r] designe sa partie entiere. 





401 


B e ,£>2 
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E 7 
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G 2 


k s 




'£ + 1 
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~r 

2_ 
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7 


8 


4 
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2.5. Lemme. Soient x G b et 

u=J2 X -e K - 
Keic 

Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) i G f) e£ Sk{x) = ponr toni K G /C. 

(ii) [x, u] G n. 

Preuve. (i) =>- (ii) Si (i) est verifie, on a [x,w] = 0. 
(ii) =>- (i) Ecrivons 

x = h + ^2 aaX a , 

aeR+ 

avec /» G f) et a Q G k pour a G -R+. On obtient 

[x, u]e^2 a e K ^KH £K + n + n_, 
KeK. 

oil \k G k\{0} pour tout K G /C. Les etant deux a deux fortement 
orthogonales, les iJ £K sont lineairement independants. Par suite, a £K = 
pour tout K G K. 

Soient K G /C, a G T^, et /3 = — a. II vient 

K'€)C\{K} 

+ Yl a y [X y ,X_ £Kl ] - £K'(h)X_ £Kl , 

K'^Kn&R+\{a\ K'eK 

avec A G k\{0}. 
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On a ^ e K et (3 ^ e K , si K ^ if', car (/3,e£) = 1 et (s K ',£k) = si 
K^K'. 

Supposons a a 7^ 0. II existe necessairement K' G /C et 7 G i?+\{ct} tels 
que /3 = — 7. 

On a K' ^ K, car ax est une algebre de Heisenberg. Soit K" G /C tcl 
que 7 G r K ". A nouveau, K" 7^ K. D'autre part, comme (3 + 7 = G -R, 
on deduit que K C K", ou X" C K (2.3). 

Supposons K" C X. Les racines Ek> et 7 sont fortement orthogonales a 
Ek- D'ou : 

l = (P,e v K ) = (e K ,- 1 ,e v K ) = 0. 

Contradiction. 

Supposons K C K" . On a 7 7^ £^», car £^» est la plus grande racine de 
R K ". Ainsi : 

( 7 ,e£„) = l, (/3,e£„) = 0. 

Par suite : 

1 = (lA) = (/3 + 7,e*»> = e {0,2}. 

C'est absurde. 

On a done prouve que a a = pour tout ct G R + . II en resulte que x G f), 
et que : 

[a:,u] = - e K (h)X_ £K . 

KeK. 

D'ou le result at. ■ 

2.6. Lemme. Soient a une sous-algebre de Lie d'une algebre de Lie semi- 
simple q, et f G a*. On suppose que a* est une algebre de Lie commutative 
composee d' elements semi-simples. Alors [a, a^] fl = {0}. 

Preuve. D'apres les hypotheses, il existe un sous-espace vectoriel r de a 
verifiant a = cJ © r et [0^, t] C r. On en deduit [a, a-^] C r. D'ou l'assertion. 
■ 

2.7. Theoreme. Soient g une algebre de Lie semi-simple, rg(a) son rang, 
k g I'entier de 2.4, et b une sous-algebre de Borel de g. 

(i) L'espace b* contient un element stable. 

(ii) L'indice de b est egal a rg(a) — k g . 
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Preuve. Si a est une sous-algebre de Lie de g, et si y £ g, on definit une 
forme lineaire <p a ( x ) sur <* en posant, pour x e a : 

<Pa(y)(x) = L(y,x). 

Soient u comme en 2.5 et / = ipt,(u) £ b*. On a b-f = {x £ b; [x,u] £ 
n}. Compte tenu de 2.5 et 2.6, on voit que / est un element stable de b*. 
L'assertion (ii) resulte alors de 2.5, car les ek, pour K £ /C, sont deux a deux 
fortement orthogonales, done lineairement independantes. ■ 

Remarque. L'assertion de 2.7, (ii) est obtenue sous une forme differente 
en ([9], theorem 4.1). 



3 Un contre-exemple 

3.1. II est donne dans [7] des exemples d'algebres de Lie ne possedant aucune 
forme lineaire faiblement stable. 

Soient g une algebre de Lie semi-simple et p une sous-algebre parabolique 
de g. II est affirme dans [4] que p* contient un element stable. Nous allons 
donner un exemple prouvant que cette affirmation est inexacte. 

3.2. On conserve les notations et conventions de 2.1, et on suppose que 
g est simple de type D^. On note II = {cui, 0:2, 013, 014}, la racine oli etant 
liee aux a, pour i 7^ 2 (e'est la numerotation des racines de [1], p. 256). 
On note G le groupe adjoint de g, et on pose p = kX_ a2 + b. Ainsi, p est 
une sous-algebre parabolique minimale de g. On sait que ad b et ad p sont 
des sous-algebres de Lie algebriques de ad g. Soit B (resp. P) le plus petit 
sous-groupe algebrique de G tel que C(B) = ad B b (resp. C(P) = ad p). On 
a B C P, et B (resp. P) s'identifie au groupe adjoint de b (resp. p). 

L'ensemble /C est constitue de IT, a±, 0:3, 0:4. On en deduit que l'ensemble 
£ des Ek, K £ /C, est : 

On conserve la notation ip a de la preuve de 2.7. Posons : 

U = X_ ai + X_ a3 + X_ a4 + X_ ai _2a 2 -a s -a4, 5 9 = Vbi^)- 

D'apres 2.7, g est un element stable de b*. D'autre part, l'indice de b est nul 
(2.4 et 2.7). II en resulte que b* contient une £>-orbite ouverte. C'est celle 
de g, et c'est aussi b*. 
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Supposons que l'ensemble S des elements P-stables de p* soit non vide. 
II est clair que c'est un ouvert de p*. II existe done / G S tel que f\b G b*. 
D'autre part, pour 6 G 5, on a 6>(/) G S et 0(/)|b = 0(/|b). II resulte 
alors de ce qui precede que Ton peut supposer / de la forme / = (fp(v), avec 
v = \X a , 2 + u, ou A G k. 

• Si A 7^ 0, on trouve facilement que pf = kx, avec 

x = X_ a2 + fi\X ai + fj>2X a3 + ^X ai + fj, 5 X ai+ct2+as 

ou fj,i, . . . sont des elements non nuls de k (dependant, par exemple, du 
choix d'une base de Chevalley de g). 

• Si A = 0, il vient pf = kx, avec 

% X_ a2 + /il^" ai + Q2 +a3 A t 2^Qi+Q2+04 A t 3 v ^"a2+Q3+a4, 

ou //i,//2,A*3 sont des scalaires non nuls. 

Soit /i G f) defini par = 03(h) = 04(h) = — 02(h) = 1. Dans les 

deux cas precedents, il vient [h,x] = x. On a alors [p,p^] Pi p-^ 7^ {0}, ce qui 
contredit 1.7. Ainsi, p* ne contient aucun element P-stable. 
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